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VII... INTROOUCCION AL CALCULO DE ESTRUCTURAS RETICULADAS.
=============.CJ:U;·=====.===;:;=====~=-=;;='=3===:=='=:;:¡:=======
VI1.1.-CONS ¡DtRAC IONE,SPR.EJ lAJa.
Denominamos estructurae reticulares a aquellas en las que al an-
gU1D relativo entre barras permaBsce constante, es decir ex1ste la RIGIDEZ
DE,L NUDO. En cuanto a las barras pueG.sn ser recUla o curves, con 1l'iI00utntos
flectores o sin ell08.
Un tipo particular de Bstructuros reticulares eon las estruoturas
de adificaci6n, las cualu constan da una saria da portieD. principales uni-
dos horizontalmente por los forjados. Se suelen estudiar estas estructuras
tOll'ilando cada porticD principal-por separado, y suponiendo (ESl)-l =O ( as
dacir la alongalkilidad nula), ya aunque en adi'icacionas esrelativ.ente
cierto, a vecesha dadCiJ disgustos.
f'OJ Jada
i''f- ~¡¡¡¡:
iI~ '?'lltf
Portie. Priru::ipal.
Hagamos abGra una distinei6n i.p~nte dentro de las aatructuras
reticuladu:
-1 N T R A S L I e ION A l E S, 108 nudos no 80 mueven. Por ejem-
plo: estructuras trianguladas.
-T R A S L A e 1 8 N A l E S, lea nudos se mU8ven, lo cual no obli-
ga a que se alarlSn las barras.
El calculo de las intra8iacionalea es mucho más sencillo que el
de las traslacianalee pGr lo que 8e 8uele tender a las primeru, par ej8ll'ilplo:
-ei la estructura está apoyada en un muro importante,
-si la estructura es triangulada,
-si la caja del 8scensor es importante, etc.
En las sstructuras qua estudiamos supondremos que 188 lineas
.lIdiae de lau vigas que concurran en 8i nudo al cud van (f19 a); si
na ocurre as!, no lo estudiamos (f19 b); tambien estudiaremos al C8S0 de
una viga articulada en un nudo (fi9 c)@
tigQb
VII.2
VII.2.-PASOS A SEGUIR EN LA RESOLUCrON DE UNA ESTRUCTURA RETICULADA.
Los .atodos qua vamos a estudiar solo nos dan las acciones
( y de las acciones solo los momentos) del nudo sobre la barra, ya a
partir de ellas tenemos qua hallar los esfuerzos (recordemos que esfuer-
zo es el conjunto de dos fuerzas actuando una sobre la cara dorsal y otra
sobre la frontal de una rebanada) en la barra
l.-L E Y DE r L E e T o R E S (~).
Hay que superponer a la lay de flectores originada por las
acciones del nudo sobre la barra, la debida a las cargas propias de la
misma. Ejemplo:
Carga propia:
l! 11111 ¡ 11J ¡ J ¡ ¡ Jt 1 t t L1¡ t IláF
i J
Acciones del nudo sobre
la viga: J)JtJ
J
Ley da flactores resultante:~ ~
.~
~
"'"' ..... V....
...........
¡....¡..>
I~
i J i j
,..
'"
d
/
Con ven i o s de s i ~ n o s:
-Tomamos como sentidos de avance positivos estos:
-Como momentos flectoras positivos: ~ll~
-Cama momento positivo: ~
Es decir, dado el momento eaterior, para hallar el momento
flector, si es por la cara frontal cambiemos el signo:
~I :::::-11.
r'l ~
Y si es por la dorsal le mantenemos:
VII.3
2.-L E Y D E C O R T A N i E $,( q ).
s. establece mediante el equilibrio de la vigas
Con ven i o d a s i 9 n o s:
-Tomamos como reacciones (Q) positivas:
t..
-Como cortantee positivos: ~Ut) le· .. , +
t
Es decir qua en la cara frontal: ql=-Qi
y en la dorsal: qj=Qj.
+
..
3.-L E Y D
Se establece
nacidos los Qis
E A X I L E S (N).'
mediante el equilibrio de los nudos, una vez co-
Q'
--F.'-1'.ib-
fQ
Ca n ven i o de s i 9 n o s:
-Como fuerza (r) positiva: i" p, t...
-e..o lIX11 positivo. -11- J T (tracei6n).
Es decir que en los frontales:
y las dorsales:
•
NOTA: Si la estructura es intraslacional, no se pueden deter-
minar todos los axiles.
VII.3.-CONCEPTO DE RIGIDEZ Y DE FACTOR DE TRASMI5IdN.
La RIGIDEZ, a la inveraa de la flexibilidad, que relacionaba
las deformacione8 con los esfuerzos que producian, relaciona un esfuerzo
con el movimiento que produce.
Lo que veamos a continuaci6n parecerá un tanto artificioso,
sin embargo no lo es tanto puesto que por un lado estamos estudiando estruc-
turas de nudos fijos y por otro, cu_ndo veamos el metodo de CROSS veremos
que el procedimiento que S9 sigue es ir empotrando y soltando sucesivamen-
te, por iteraci6n, los nudos de la estructura.
El calculo da las rigidezes y de los factores de transmisi6n
es uno de los pasos previos a la aplicaci6n de los metadoS de calculo de
estructuras reticuladas.
VII.4
Por definici6n~ se llama RIGIDEZ (Ri) de una barra i-j en el
nUdO~
Mi
(Si mi=l~>
Es decir, cogemos la viga y la ..potramos en j, la apoyamos en i aplican-
do en este extremo un momento Mi' la relación entre el momento y el giro
~i que produce en dicho apoyo es Ri.
Analogamente se define Rjl
•
R tiene dimensiones de momento.
ElAl calcular R aparece siempre como expresi6n de la forma R=~
L
(k= constante, E=modulo de elasticidad de la pieza, 1= momento de inercia,
L= longitud de la pieaa), por lo que algunos autores llaman rigidez aEI/L
y fACTOR DE RIGIDEZ a k.
Cuando hallamos Ri , en J tendremos un momento de empotramiento-per~ecto mj. Se llama fACTOR DE TRANSmI5ION del nudo i al j en la barra
i-j a:
(~~~.r!J"~~M, ~ Mi
Analogamente defiaimos:
•
~~Estado 2. i
oes adimensional.
VII.3.l.-Relaci6n entre la. rigidezes y los factores de transmisión de uqa
viga i-j.
Consideremos los dos estados siguientes en la misma viga i-j:
~----;J\ ~
1.. Estada l. ~~. ~.i.
Aplicando el teorema de Maxtiell:
1.0 + ~ij ..!. =~ .!.. 1.0
Rj Ji Ri
de donde:
==============
este estado:
VIl.S
VII.3.2.-Calculo de la rigidez y del coeficiantlle de transmisi,6n.
Vamos a representar por f iJ el giro de una barra i-J en el
extremo j producido por un momento uniaad en i.
Consideremos ahora
fi~ ----- ~D~----...:::s-"6(~.
4.
en la suma de estos otros dos:
V estableciendo la equivalencia tenemos:
t = f ii-fji· 3"i j )
1 (Trabajando
t ij -fj j • Oij =0
con los f es valor absoluto)
de aquí sacamos: t ij :: :iJ
=::======~~= y :: f!iOfjj -fjie' 1j
'jj
de dondel
y por simetria circular:
y
======:::===
VII.3.3.rorma de calcular los 'it.
'ii f ij
'ji ' jj
==================
PROPIEDAD: Sean los dos estados siguientes en la misma viga
i-j:(id10
Estado l.
VII.6
A plicandoles el teorema de .ex.elll
luego:
l.'ji =1.lij
=========
(donde las' llevan su signo)
VII.3.3.1.-Calculo de las f ij mediante los teoremas de mohr~
Ley cargas.
Ley de flectores.
Viga conjugada.
J
Dada una viga i-j, sometida a una
ley de cargas p(x), tendr' una determinada
ley de flectores~(x). A dicha viga sometida
a una ley de carga:
AJ.x)
E.I(x)
se denomina viga conjugada de la dada.
Los te_oremaS de MOHR dicen:
-la ley de flectores de la viga
conjugada coincide con la ley de flec.....
en la viga real.
-La ley de cortantes de la viga
conjugada coincide con la ley de giros en
la viga real.
Por tanto:
'1i • 1.fC1-~) 1 dx (l-x) =
L L E.I(x)
O
r_ 1 (1- ~)2 dx /l}O E.I(x) L
fij • .!1\1-~) 1 dx.x =L L E.I(x)
O
L
·i 1 ~ (1-~) d. L27
E. I!(x) L L
lJ
- L -- ...~
Ci-X--~w.~-----":J).J
1
Ley de cargas.
. ..
Z-
.1~:¡'
., ., . f-~ .'
I , . t.. ,
: I . . ';
Ley de flectores •
Viga conjugada.
VII.?
dx
dx (x-l.)=
~~ rasolución da e~tas integra-
= .l.J~~ x dx.s
l L
O
L
• r.-!-_ ~ (1- $) dx /21
~T'·)l LO ..... ,x
IIf =1 ~. 1Ji L L E.I(x)O
(Donde com~rcbamos qua f ij = f Ji '
camo demostramos en VII.3.3).
1
Le/ ' da
flactores.
L L,
X ~/, Vig8 Real.
I
~ <--t
lS8 t [1/, /21, :~l, se puada hacer:
a).-oil"ecttmlsnta, na Si=! lo más corriente~
b).-Por el ~otodo da GAUS5~
1 .L\(X).dX =
=f(:-(l) "liI1 ~ r(x2) .tUz + r(x:s) ~1!J3
donde la8 xi sen ttas posicIonas en les que el c.rro:: rasult¿,.. .ainimo aJ,
sustituir la integtal por la 8xprBsi6n antarlor~ y las \11.. es un pG30, ya
.r.
calculado.
c).-oividiandtt la viga, por l:lIJemplo., en 20 paJ:'tElIl, esteb19~a­
mos el siguiente cuadro de valo~esr
x l-.! (x/L)2L L
,OS
,10
,15
• (l}
•
•
,95
--- ""(l-(x/O} ~ X) 1 (1).(4) (2)~(4) (:3).(4)-(1_ .... !::1(xjL - L
.-j
(2) I(3) (:J1 L _-1J I
-
-
.~-
VI1.8
f(Cuya raz6n de existencia S8 .emprende 'acilmenta teniendo
en cuente la de'inici6n de integral).
Luegol
donde L/20 es el incremen-
to de x tomado, que por se-r
constante sale facto~ cOllún y
la ten_os en cuenta al 'inal.
s! I(x) no fuese una fUI"lci6n continua, por eJe",plol
! [, ~_-_~.~ l
habria que tomar un 1 y un 1 _ • En es~e caso en al
E.I(~-E) 4.1( (k~~
cuadro habria que sftadir una columna con l' ~, ya que ha dejado de sar
constante•
.
--,)(
'X)2 (1.. f)2 ~(l.. ~) 1
-C- Ax I 1- ~ \1: 11- ... E:ítx) 1.4.0 0.2.4 0.3.4
-
(a) (1) (2) ~3.) (4)
I
-
=:
y por ultimoi si los intervO&oa son muy grandes, conviene
cojar las l(x) en 108 centros de gravedad da las figuras raeultqntes.
d).-Si conocemos al orea y la poeici6n del centr~ ~e gravedad
de la viga conjugada, no es necesario ptantear las integrales /11, /2/,
/3/"
Por eJemplol
s
-_ .._-_..-_. ¿.....
-
I~
- ._.... - ---'-J(
x
, ti a S (1-.:s)
L
======.\:==-=====
x
fiJ SI S ...2
• L.
=a:====.-~
VII.9
..e.VII.4.-oETERmINACI~N DE LOS momENTOS DE EmpOTRAMIENTO RIGIOO ( m ).
Si los casos de carga 80n:
l ¿---f
f' i
sabemos que.
~L---_[P_---_u".,;==#----- .,.
t =PL2/l2 en el primer caso Yy
f =PL/8 en el segundo.
En otro caso, tal como este:
descoaponemos en tres estados:
~~~.~~~ ñT7"
//
la8 calculaMos .ediante los teoremas de mohr, y las 'iJ
acabamoa de ver como se calculan).
Ca.o el giro en los extremos de la viga es nulo, se cu.ple:
-8 '" '21··2
1
.. '11.111 - • O (Si Bstamos trabajando con valores absolu-1
/::'o
tos llevando en cuenta su significado f!-
92 - '12.11 + '22.12 • O sico).
~l .. "- h )'11·Ml .. '21.12 • O (Si hemos fijado unos sentidos como pa.iti-~ A vos y a partir de ellos trabajamos inclu-92 • '12.11 • '22.12 • O yendo en cada valor 8U signo).
"... A
sistema de donde podelllos sacar íl1 y 12 •
NOTAsEl trabajar de una forma o de otra (lo que acabamos de
ver al plantear el sisteca)atiene sus v.n~aj88 y sus inconvenientes. Hay
autores que siguen un camino y otros otro. Para el que Bmpieza a estudiar
eataa .aterias lo majar aeria realizar loé dos caminos, e ir comparando.
VII .10
VII.S.-COEFICIENTE DE RIGIDEZ DE UNA PIEZA SIMETRICA SOLICI-
ADA 5IMETRICAMEN E.=-
-1--
I
A
//
Po~ ejam~ la viga A=B da la figu-
ra de la lzquierd80
Definimos la rigidez de une pieza
9ilB~trica comO!
VII.5.1.-Relaci6n entre la rigidez da una pieza simétrica y
su rigidez y su coeficiente de trasmiei6n.
Sean loa ~s estados siguientes:
Estado 1.
Por ser la pieza si_'trica:
1 1 1
-. -:1-
Rl R2 R
((i2c (}21 ='6
luego los dos eagados anteriores loa podemos ea~ribi~:
,
./ ~\~ -----............. ~~ ~ =~~~
'('
Rastandolos:
ex ~'(-1~
J-oy 11V
Luagol
(1)
y teniendo en cuenta la8 expresionos de R y ~ an funci6n de las f (VII •
• 3.2)1
'11
, 'lJ~ - '12 '11 - '12
As • 61- ..!:! ) .- a_ • 1
- '11 ·'12
'11
'11 '12
2 2
'11 • '12'11 - '12
'21 '22 '21 122
_==_======ca
(2)
VII.5,1.1, Calculo da RS&
.)Pod.-oa calcular R y ¡f y luego RS .ediante la expl"e.16n(1) de VII.S .. 1.
b)D1rectament81
~.+.~~=-(~ ~~'ZJ); IJ, ~ ,1};
1 .1.
(Eetaaoe trabajando con 108 , en valor absoluto).
Luego 1
R
S
• 1 _. _...,¡1~__
'11 • '21 '22· '12
exprss16n 12), a 1& que ya habiamos llegado ~n UII,5.1.
c).edianta loa teoremas de MOhrl
r7' Ley da carga. ~
~------~)
Lay de flactars••
VII.6.-RIGIDEZ DE UNA PIEZA SI.ETRICA SOLICI'AOA ANTIMETRICAMENTE.
Por ejemplo la viga A-B de la
'igura de la izquierda.
Defilli.oe la rigidez de una pie-
za si.'trlca solicit". antimétric~nente
COIIOi
V¡I.6.l.-Relaci6n en-tre la rigidez de una pieza simetrica solicitada an-
tim'tricaments, au rigidez y .u coe'iciente de tran••isión.
Sum.ndo loa doe estado. que apar.cen en el apartado VII.5.l,
tenemo••
luegol
(3)
y haciendo las 111•••• consideraciones que en le mencionado apartado te:l'2 f 'lOS'!
'u
,
'11 • '12
RA = ( 1 • ..1:! ) • ~ 1 ( 4)
== '11 '12 '11 2 2 f ll '12, ,
11 12 =~=========
21 '22
VII.5.1.1.-ealcul0 de R~
.)Pod8ltoS calcular R y ~ y luego RA mediante la sxpresi6n
(3) de VU.5.1.
b)llirectamente:
IJU.13
Luego:
~+~:
'..., / t
'.. /
(Trabaj..o. con 1.. f en valor abeoluto)
R. 1 • _ ......1--._
A '11 - '21 '22 - '12
la Gua ya habiamos llegado en Vll.6.1.
/
/
/
expresión (4)
c)aediante loa teor••a. de mohr, auqqu9 sn este caso puede
resultar m's complicado que en el ca80 de la pieza solicitada simétrica-
mente.
~~ Ley de carga. ~~-----3)
En una viga de pieza pri••'tica: Ra m 1,5 R.
Vl1.7.-RIGIDEZ DE UNA PIEZA ARTICULADA EN UN EXTREmO y EmpOTRADA EN EL
OTRO!
Definimos la rigidez da una pieza empo-
trada en un extremo y articulada en el otro como:
./
.".,
1R ;;:-
EAt. '11
==========
Ana1og8llente .e define pafa el otro axtt'8D10;
==:==::1==
VH.14
VII.7.1.-Relscionea antr~ la rigidez de u~e pieza empotrada a~ un extre-
mo y articulada en el otro y 9U8 rigideces y coeficientes de !IE~n~
Sean laG des estado8 siguientast
EstadQ l.
da donde:
multiplicando el segundo estado
//
/~&
~I-~l ~l
..,. sumando:
REAl •
====
• R1 ( 1 - b'12. 021 )
===========:==:==:
y analogame~te para el otro .at~emo obtendriamoa!
=:====~==========~===~:==
Si la pieza ea sl.'trica~
=======c=:=~======
y 91 as de gecci6n primáticas
:::===::.==::~
A) Supongamoa conocidos en una viga 1-2:
~-:-t-- ----",2~
/.>,
y queremos hall~r~ ~E~~
...
en funci8n da aqusllos.
Lt----------"""l~ A
VII.15
Canside~e.os 108 dos estados siguientaa:
Estado l.
~
lultiplicando el e8tado 2 por 12 y
d. donde.
lEAl • i;., • 121"2
y .n al 8Partedo VII.l.1, vl.osl
REAl =~1 ( 1 - t 21- ~l2) •
Analog..ante aa obtendría pare al otro extremo da la viga.
B) D. una viga (1-2), tal ca-o la ~o la figura S8 conocen sus
caa11ci.nt•• da rigidez (Al, R2) Y sus fsctoras de tra.smisi6n ('12'~21).
Hallam08 su imagea S~O~0 un aspejo plano ~ertica1 situado en
2, y q.aremo8 averiguar ~l coe:icien~e da rigide~ (jP=jPl~)P3) y el 'ec-
tor de tranami8i6n ( r:l r13a r:n ) de la viga teaul':.ante (1-3).
2
VII.16
De VII.5,1:
OE VII.6.1:
"S. 1(1- f")
I A=/(l.. r) \ fs l-r-11-fA 1."
(1)
de donde.
p= ~ - !s
15 ;~fA
Y f·': (fs• lA) (2)2
Hallel10s pues fA y f S en funci6n da RL, R2 , "(12 , ~ 21'
para lo cual vamos a calcular primara '12&f21 en la viga da la figura
en runci6n de Rl,R2' ~12' ~21'
f:L0. ~z\!!.7~
1
(
./
f
11 (3) (Ver VII.7 .1)
(4)
y por simetria circula~:
1 1
a-
R21-112'1'21
(5)
f
21
(6)
NOTA: De las exp~Bsione9 (4) y (6) 8e comprueba que f 12=f21 (VII.3.3) te-
niendo an cuanta (VII~3.1) o 8 le inversa.
Pasamos ahora al problema propuasto~
-Calculo de 'S:
/'.
I1
v
VII.17
11v
y sustituyendo las expresiones f3$,
(4), (51, Y (6):
1 1 1 1 1$'12
~ =~ 1- 112 'lt21 • ~ 1-112 J21 •
(7 )
=============================
-Calculo de ~ :
+
VII.18
de donde:
.!. = t 11
fA
y sustituyendo la exprasi6n (3):
1 1 1
7;.= 1-~2 621 ."\
fA =R1 (1-'(12 '6"21)
=================z
Entrando con (7) y (8) en (1):
•
(8)
R2 (1+21'21) + R1 (1+t12) _ ft2
•
R2 (1+b'21) + R1 (1+15"12) + R2
y por fin:
(9)
.============-=================
y en (2) s
=======================================================
Si la pieza 1-2 fuesa sim'trica:
y entrando en (9) y (10) respectivamente:
"d' =Q12 =t 21
R1 =R2 =R
===========
y
1 _ ¡¡2f= R (1+ .! 1 )
2 2 1 +?J
===========================
VIl.19
e) De una viga 1-2, tal como la de la figura se conocen sus coeficientes
de figidez (R1' R2) Y sus factores de transmisi6n (~12'~21).
~- - a. ....¡
V de otra viga 3-4, se conocen tambien sus rigideces y SUB
factores de transmisi6n (R3, Ra, 034' 143).
~_._-. ----- --··------b -- -..----..--- .----
I
Se unen las dos vigas ~ediante una articulaci6n en 2-3, resul-
tando una nueva viga recta 1-4, de la cual S8 qui6renE hallar aus coefi-
ciantes de rigidez (~,f4) y sus factores de tranamisi6n ( ~14' ~4l).
-
a. ----.. -
~ - ~
1~~--=:::-===-------'yi ','r,'I
I~ ~
.y
b
0.--- ... -
~r~rl%
El equilibrio de la articulaci6n 2-3 exige:
1
.. -
a
de donde: r14=!:
El
a.====:::
CI.
,/--------- -"7' -_'!!-.__ .._----
Eetableciendm lti igualdad del giro en 11
1 b ~1i.. t11· '44'-;" r14 = 1'11· '442'
e
y teniendo en cuenta la ¡,)xpr••i5n (3) de la pagina VII.16:
1
Jl1
1 1 1 1 b2
.~.... .- -
R 1 1 - "12'~21 R. 1 - ?f34 "~3 .2
de donde final••nte,
y por ei.etria circulara
=======
1-4
4 --1
a_b
b-a
A4"Rl (1-~3' ~4) (1-~1·1'12) b21;. • 2 2R4 (1-'í4~2f43) a + Rl (1-1í2" ~l) b
=_======================:c=======_===a:c===
Ad_aa de la dicho, S8 conoce tubian lo•••antos de .pe-
oramiento perf'ecto de la viga 1-2 ('1,'2) y 108 d. la viga 3-4 1'3,'4)'
para una carga (p) uniformemente repsrtids, y se quieren calcular loa
4 ~
momentos de empotr..i8nto perfecto da la viga 1-4 para dicha carga ~1'J'4).
Conocidoe los momentos de empotramiento perfecta, pod..08
conocer 108 ma.entos de empotramiento de la mi••a .1ga articulad....,..
trada para la aie.a carg~ (Ver par VII-1S, apartado A de VIl.7.2).
} (11)
par la que hare.o. ~l problema con estos y al Gina! sustituire.o8.
VII.21
,.--~()....=-- ..-..; ,r- ...
~-~ 2. -·-I
+
,
n,
J
~
:~-~¡J t
+
...
,
t~ r 2-3,)-2.
de donde,
En leviga 1-4, establecemoe el equilibrio de la articulaci6n
• 11~ _~ _ ~ • ~ _ EA4 _ ~ =O
2 a a 2 b b
-1 -2 I EA1 IIEA4
- • - = !!. (a+b) - - - - (12)
• b 2 a b
a
El giro del nudo 1 es nulo:
h
a (1
-1-
h
--. ml·'ll .----.. a·'11a
El giro deJ. nudo 4 e8 nulo~
h h
- - • r;l2· f 44 =: O ----.. m,a
b b~r44
Entrando con (13) y (14) en (12):
Ilr.'A iiir:A¡;,xl ... 4
11__ "'-
b
(13)
(14)
(15)
luego~
VII~22
Sacando el valor de h de (15) y entrando con el en (13):
1-1= MEAl .. ID1 ~ mEAl + -------------
1 1
a. , • ( 2 - + . 2 )
11 8 .'11 6.'44
y tsniendo en cuenta (3) y (11):
p2' (a+b)
=================================a=-========a===========-=================
y de la misma ro~a o bien haciendo la parmutaci6n de indicas el le r6r
mula anterior:
1-4
2-3
a-b
~ • (a+b)
2
====================================~===~==========================:
\J!)!.l
VII I.-RESOLUOIdN DE ESTRUCTURAS A6TICULADA5 POR El fHi:TO:JO
.====sc••••••a.======s==:===z====.==.a~====c=====:==~:~=~
DE CROSS. ESTRUCTURAS RETICULA9AI INTRASLACIO~AlES •
•••••••••••••=a====S====~===========~=============:=
VIIl.l,-PRIMERA lNTRODUCCld~
s•• una viga cualquiera 1-2 aislada de una a~~~uctu~~ intrae-
laciona1:
D••pa.pong..o.lo en tres estado8:
ESTADO 1 I (E.potrado en 1 y en 2).
ESTADO 2 I (Empotrado an 1).
ESTADO 3: (E.,otr..1ento an 2).
(5 ~~ ,~ )\,,~
9.Rs. 9,R, ~:1' ~" 1:.,
La .... d. los tres astados nos da el estajQ inicial, luego:
-1& ~l ·':11 .92 ·R2 • till·R1 \
m2- 12 + t 12·G1·Rl + 92·R2 J ( 1)
(Hemos trabajado tomando cada momento con su signo).
VIII.2.-SEGUNDA INTRODUCCI~N.
Sea la estructura in-
traslacional de la figura, vamos
a resolverla por situaciones de
compatibilidad y no de equilibrio.
El angulo forma&c por
las barras que concurBen en un nu-
do permanece constante, luego t..-
~... giran lo mismo.
Ta.enmos como incogni-
tas los giros en los nudos:
y una vez conooidos, podemos hallar los momentos sobre 108 extremos de
la viga (ver apartado VIII.l, expresi6n (1», y conocidos estos los
esfuerzos en toda la estructura (ver apartado VlI.2).
Vamos a plantear una ecuaci6n por cada nudo, para obtener el
sistema del que sacamos los 9 a
.E,r,!mj!r,! !0.!:m'!.2s-p'la!!t.!8.I.!1_p..!:o.!;!1.,!m.!.
NOTACIONES';
MiJ:mamanto sobie el extremo i de la viga i-J qua ejerce el
nudo i.
RiJsrigidez del nudo i de la viga i-j.
iij:ractor de transmisi6n del nudo i al j en la barra i-j~
fij:momento de empotramiento perfecto de la viga i-J en el nudo
i.
Consideremos por ejemplo el nudo E. Y teniendo en cuanta al
apartado VIII.l, para cada barra que concurre en ~l tenemos:
MEB :& REB • QE + raE • RBE • #;lB + ( EB
~ (Ecuacmones que una vaz halla-mEO = RED • ~ + ~OE • ROE • 'b + IIEO
MEF REF' RrE • 9 +.
das las 9 se han de utilizar
= ~ Or + l!F'E • otra vaz para hallar los MiJ).r ~Er
MEG = REG • 9E ... t GE • RGE • 9G + I EG
y sumandolas I
mEB + mEO + IlEF + MEG • t (9E, 't!, 90, 9r,9G)· íYi EB • t Eo ... jEr + t EG
(fL : funci6n lineal).
VIII.3
Ahora bien.
ME • lES • lEO • I Er • IEG
siendo ME el .omento exterior qua actus sobre el nudo, quedandu por tan-
to la ecuaci'n correspondiente al nudo El
( 2)
Analog..ente planteari..oe las ecuaciones paca los de.!s nudos.
OescaapangaMos la estructura en dos estados.
El prlaero con las cargas sobre las vigas y unos momentos
exteriore. en 108 nudO. <mI> que evitan el giro de estos.
ESTADO CON NUDOS rIJOS.E."
Consideremos por ejemplo el equilibrio del nudo E en este es-
tedol
lE • XEa • XEO • XEr • XEG =O
DONDE:
(3)
,x
XEa • -lEa
XEO = -iEO
XEr =-iEr
x =-i ,luego:EG EG
Mi • i Ea • lEO • i Er • i EG
e8 decir, que el aomenta exterior a aplicar al nudo e8 igual a la su.a
algebraica de loa .aaentos de ..potramiento perfecto de las barras que
concurren en el nudo.
Analogemente para 108 dem!. nudos.
VIII.4
En 91 segundo estado consideremos la esteucture sa-etida
a 108 momentoe que actuaban sobre los nudos en la estructura inicial y
unoe mo.entoe igualas y contrarios a loa que , en el e.tado anterior,
evitaban el giro del nudo, para qua se cumplas
(E.ll.«(.2) =Estado inicial.
ESTADO MODAL.
E.2.
Resolvemos aste estado.
FiJemonos por ejemplo en el nudo E. Y teniendo 8n cuenta el
apartado VIII.l, para cada barre que concurre en el tenemos,
11 REe
1: REO
=: REF
la R(G
• €tE ... ~BE- RaE .~
• QE • ~OE • fbE • tb
• 9E • ~rE • Rre: .~
• 9 E ... \(GE • AsE .&G
(Ecuacione8 que una vez hallados
loe O se han de utilizar para h...
llar los .in.
y sumandolass
pero:
lES ... MEO ... mrF ... ~(r -mE ... CE
quedando por tanto la ecuaci6n correspondiente al nudo E:
-me • lE 11 (REa ... REO • REr • REG ).9E ... ~eE • RaE • ~e ... ~OE • ROE .90 ...
+~GE • RGE • 6lG ... 6'"F'E • RrE " ~r (4)
y analogamenta planteariamos las ecuaciones para los d..6a
nudos.
En este sagundo procedimiento, para obtener los liJ reales
de cada viGa hay que au.ar loa correspondientes da t.. y E.2:
Si tenemos en cuenta al valor de m~j' sustituyendo en la
expresi6n anterior tenemos;
lftíj = Rij • gl-i .. (ji- Rjl • (7j .Iij
que coincide con ~l valor qUe obtuvimos en el primer procedimiento, ca.o
tenia que suceder.
VIII.5
Taabien podemoa comprobar la equivalencia de las ecuacionea
de 10& siatemas del pri.er y del segundo procedimiento; nos ~sta susti-
tuir la expr8si6n (3) 8n la acuaci6n (4) para obtener la (21.
VIII.3.-mETODO DE eROSS.
Cuando la estructura 8S importante, el sieteMa que planteaba-
.oe e VIll.2 puede resultar inacaaible por los ~etod08 t~adicionales de
calculo, dabido a su .mbargadura. Se han buscado pues otros procedimien-
to. para resolver dicho sistema por metados apraximado3. tl metodo de
Crose e8 uno de elloa.
Veemos los paaos de este metodo Eobr~ la estructura de la fi-
gura, en la que laa tres barraa a.tan unidas en A y rigidamente ampetra-
das en el otro extreMo, actuando en el nudo A un momento exterior M.
Paso l.Oeterminar la rigidez y 108 facto-
res de trasmisi6n de cada barra, (
ver capitulo VII).
RiJS Rigidez del nudo i en la barra
i-j.
rlJ:factor da trasmiei6n del nudo
! al j an la ba~ra i-j.
2aOeterminar los coeficientes de re-
parto.
Sea @r al angulo girado
por las tree barra In A, teniendo
en cuanta la detinici6n de rigidez
se cl.IIplirá,
mAl mA2 mA3
=-=-=-=
AAl RA2 RA3
(COMPATIBILIDAD)
Y 8e96n una conocida propiedad de la8 proporciones:
• -Al· 182 + mA3
RAl • RA2 • RA3
pues 8e ha de cumplir:
(5)
(EQUILIBRIO) •
58 denoainan coeficientes de reparto a:
.J J
Paso 31 Efectuar el REPARTO.
De la proporci6n (5),
VIll.6
RAL
3
~
i=l
•
RA3
. .m
R •A~
,
Paso 5: Efectuar la TRASMISIóN.
, &13 , =mA~R .)
En este caso por ser un ejomplo sencillo queda con esto solu-
cionado el problema en cuanta el matado de C~O$R Sd refiera.
Veamos como se procede en un caso más complicado, como per
ejemplo el de la figura.
Oescomponemos la estructu-
ra en dos estado uno CON NUDOS FIJOS
Y otro "ODAl (este e~ al dibujado),
ver "segunda forma de solucionar el
problema", da VIII.2 o
rijemonos ahora solo en
el astado MODAL!
-anclamos todos los nudos.
-solt~os el nudo 1 y efec-
tUaMOS el reparto y la trasmisi6n, co-
mo se hizo en el ejemplo anterior.
-anc181108 el nudo 1, y sol-
tamos el 2, efectuando nuevamente el reparto y la traemisi6n correspondien-
te al nudo soltado
-Procedemos aa! sucesivamente hasta que hallamos acabado con
todos los nudos de la estructura. A continuaci6n empezamos un nuevo ciclo
por el nudo 1 efectuando el reparto y la transmisión de los momentos tras-
mitidos en el ciclo anterior cambiados de signo. Realizamos un numero n
de ciclos, hasta que los momentos salgan paquenos (e. mejor pararse en
un reparto).
-Los momentos actuantes sobre cada barra en cada nudo, los
obtenemo8 sumando todas los momentos de transmisión y reparto hallados •
.B. -' !U_M_E_N:
lQ.-Dsterroinar R y ~~
2Q.-Determinar los coeficientes de reparto en cada extremo
de la barra.
39.-oeterminaci6n de 108 momentos cle empotramiento perfecto.
( 1m v4!l.-REPARTO. m,m , 11 ,....)
5g.'ran~misi5n a cada Dudo un numere n de veces. cmIl , mIV , ••• )
6Q.-En cada extremo de barra 'al momento real ~s la suma de los
repartidos y de los transmitidos~
VIII.?
~III.4.- EJEMPLO.
E
2 T/n1
¡ F l'
I --r/,.r~----t-5m--+-~
Las caracteristicas
de las barras son las
siguientes (la dimeo-
si6n mÁ8 pequeña es
la que est& de punta):
Ae ••• 0,50 x 0,IIOm2•
AC • • Ji 0,25 x 0,25 m2•
BIJ
• • ,.i,J 0,25 x 0,25 m2•
eo • •• 0,60 x 0,25 112•
CE • •• 0,25 x 0,25 .2.
or ••• 0,25 x 0,25 m2•
Medulo de elasticidad:
E =2.106 T/1I2.
19)Oetermihac16n de R y t.
(Todas 80n vigas de 8ecci6n rectangular constante)
Lro (1=j)
J;.
2El
L
.-
'El
(i;lj)
L
'1i -g • 3E1 4.9.1: l2 4 _ 1 =
'11 '1j L
(El)2 ('!6 3'6) ====
'Ji 'jj
'1j
L
-
Y fiEl Ir: 0,5:-::
'11 -Ir:
....b... ••=
3EI
VIII.8
BARR b b3 ~ (T7112) L n€ ()a 1=812 ~(lite) (mts) (mts) Ra 4 "L"
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28)Oeterminar los coeficientes de reparto en cada extremo de la barra.
(En el cuadro final)
39 )Oeter.inaci6n de los momentoe de empotramiento perfecto.
(Las vigas son de eecc16n prismática).
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COl ¡ =JJ! = 2,5 m.T
4
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VI U.10
LEY DE IOIENTOS FLECTORES
•••••••••••••••••••••••••••• Eecal. l~ll t._
(DlbuJ..ta del 1•• ullCclonedo)
- -- - -"'-
- -- . -"'-
-- .._..~ .. "-
--_._ ...
....._-.
E
VlII.ll
VIIl.5.-E J E • P LO.
s. trata da resolv.r por el a.todo d. Croas la viga continua-
de la figura, con 1.. cargas y caract.ri.ticas en ella indicada.
En l •• di••n.iona. de la•••ccionea, la mayor longitud corres-
ponda al c.nto de la vig••
E-2.106 T/.,2.
20 T
0,6 x 0,3
¡
f..----- a
0,6 x 0,3
------10 -
0,5 x 0,2 O,4xO,2
,
+-4 -1-4--,
(Tod•• l •• longitud.a ••tan en .atros).
1lI •....o.termin.ci6n de R y " •
Por s.r viga. d. ..cci6n constante:
:5
I.a .e...
12
, 't .0,5 0- :b
lBarr • a b 1 E L R ~(lIIta) (at.) (.t.4) (T/.2\ (lit.) (Txm)
A8 0)3 0,& S, '/,,/0-3 .t • ID' g 3 O"SS,L¡" /0
Be 03 O,{ S, 'l' ¡trJ ¿JI /IJ~ lO t.¡, 32" /03 o., S
CD o).¿, ~5 2,013. 10·J <~ ID' '1 '7,11" /cr 45
DE" 0? O, 't /,0' 1(3 .¿ ~ Ip¿ 4t 2,/3 ~ /rt ~5
21.-o.ter.inaci6n d. loe coefici.ntes de rep.rto.
(En .1 cuadro final).
:51.-o.t.rmin.ci6n de loa aa.entos de ..potramianto perfecto:
Aa: 'A. o IB·o
Bes
2 2¡ .~ • 2,4.10 • 20 tx••
8 12 12
~
I C • - 20 TXIR.
co, I C • ..e..Ja • 19.a.! • 10 T)(8I. 'o • - 10 Tu.a 8
CEs lo ~ 3.42 • 4 Tx•• i E • -4Txlft.• •12 12
VII 1.12
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NOTAS:
=a•••=
l).-El superind1ce (o) correaponde 8 108 momentos de empotra-
miento perfecto.
Loa auperindices impares corresponden 8 loe repartoa.
Los superindices pares corresponden a laa tranamiaionea.
2).-NUOO A.Cualquier maaento aplicado en '1 lo ~.rve la
barra AS; 88 como si esta estuviese unida a otra de rigidez cero en el
nudo A. Por esto el coeficiente de reparto de la barra AS en el nudo A
es 1:
R
-L = 1
RA+O
3).-NUOO E.Cualquier momento aplicado en '1 lo absorve el apo-
yo, es como s1 la ~arra ED e8tuvieee unida 8 otra de rigidez inf1n11a en
el nudo E. Por esto el coeficiente de reparto de la barr. ED en el nudo
E es O:
4).-Loa .amentos que se obtienen al aumar las columnas (en
~oJo), 80n los que oj~rca el nudo eobre la barra.
S).- S._ ~,ubiael:J algún momento exterior sobra un nudo, le ten-
VII 1 .13
dri..o. an cuente .010 al hac.r .1 primer reparto, luego s. sigue igual.
E. d.cir, .n .1 pri••r reparto, s~ari..o. loe ~a-.ntos d. empotr..i.nto
p.rfecto corr••pondi.nt•• al nudo en que ••t ..oa trabajando, c..biariemo8
.1 .igno y l. .uaari..oa .1 .o-.nto .xt.rior, procediendo • continuaci6n
a aultipl1car por lo. co.riciant•• da r.parto.
6).-La ley da rl.ctor•• r ••ult.... la obtenemoa 8umando la
corr••pondient. a loo .oa.nto. halladoa y ls t.ost'ttca de la viga.
BCI
pL2 2,4 x 102
• 30 Tu.
-.8 8
COI !J... 20 x 4 • 20 TXII. Isoatatica•
4 4
DEI PL
2 3 x 42
• 6 tXII.
-.8 8
l..--- -·-a
-
4
-
4
- 2-~--2---2--
LEY DE IOIENTOS rLECTORES. 0.1 lado traccionado.
1 ~ • 0,1 T x a.
1 I 200
7).- La l.~ de cortant•• la obt.n..oa .u.ando la d.bida
a lo. .a-entoa calculado. con la iaoat'tica.
catant. po.itivol lElt
••• a lo••aaantoe hallado••
--
.- - . L
--
-1 ~---,i!J~
+
/11"2
! L
1 1 "2
.----
l
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AB. QA.QB. -(-11,79)/1 • + 1,47 T.
BCt QSaQC. -(11,79 • (-18,~»/10 • 0,64 t.
COI QC.Qo. -(18,20 - 4,89)/4 • -3,33 T.
DEs ~aQE- -(4,89 - 3,5) / 4 • - 0,35 T.
ASs QA·QS.O T.
SC. QS.... -pl/2 a -2,4 X 10 / 2 • -12 T.
CO t QC. -P/2 - -20/2 • -10 T.
DE: ~. -pL/2 • -3 X 4 / 2 ... T.
Qc= PL/2 • 12 T.
Qo. P/2 • 10 T.
QE.PL/2 • 6 T.
y en totalt
ABt QA a +1,47 • O =+1,47 T.
Be. QBe 0,64 -12 - -11,36 T.
COI QC-3.33 - 10 a -1~33 T.
DEI QO-0,35 - 6 • -6,35 T.
LEY DE CORTANTES.
18 t
QSa 4,47 • O • +1,47 T.
QC· 0,64 • 12 - 12,64 T.
QO- -3,33 • LI • 6,67 T.
QE- -0,35 • 6 • 5,65 T.

VIII .16
VIII.6.2,-BARRAS rlgidamente empotradas en un extremo,
En el ejemplo VIII.5, la barra DE es de eete tipo.
Si observamos la tabla de la pagin~ VIIl.12, vemos que la
colu.na del nudo E no a'ecta para nada a la columna DE, pues todas las
transmisiones que recibe esta de aquella 80n 8ulas, luego por este lado
pod8lloa estar tranquilos si quitamos la columna corraspondia.te al nudo
E.
V pare hallar el aom.nto sobre el extremo E de la barra DE,
obeervando en la misma tabla el proceeo de reparto , transmisi6n y suma
final, vemos que se cumpla,
momento sobre la barra iJ en el extremo •• i. i.
momento de empotramiento perfecto sobre la barra ij
en el nudo i.
~ij= factor de tranemiei6n del nudo i al j en la barra ij.
VIII.6.3.-Aplicaci6n de las dos simplificaciones anteriores al ejemplo
VIII .6,
Coeficiente de Rigidez:Viga ABI 6 -3R= 3EI/L =3 x 2 x 10 x 5,4 x lO /8:
.4,05 k 103 T x m.
lomento de empotramiento perfecto:
'F.~ .. ttl BA
.~
IBA: O , pues en eJemplo que estemos estudiando no existen
cargas sobre la viga.
51 existie.en, fueran del tipo que fueran, como por ejemplo
un momento exterior en el nudo A, se calcularian mediante los eaoras.a.
de Mohr o consultandoloe en une tabla. (En el ejemplo propuesto en esta
perrero es evidente que iBA••. 6AB ' siendo m al m~nto exterior en A,
y ~AB el factor de trenami8i6n del hudo A al B).
NIJOo 1l e
&".,. 13;1 Be CB
,q. -1.. f,tJ5 ~32 ~.J2-~~
-------
---_._-.
- --- - -
4i'j 0J,a O,5¿ O/51,..~
-- -
-----_ ..
------- --- ---
Tf"411c 0,5 (}JS
IJ
C/J Ve DE
1;/7 f,/? ~/J
- - - ... - - - . - - -- - - - - -
0.1 9.1 OJ66 o., 3y
------ - - - - ------
t¿5 !J.J5"
VIII.17
-- -
o
-- -
-.¿o /0
----~-- --
M(~J - ~J ~o -IOJ YO 5j lo ti¡ , 3Ji' ~ tJ9
- - - - - - _. - - - - - - - - - - - - - - - -- -- --- --- - ----
M" o ~5S -5j-&J ~?.f ¿.1 y.> o
- - 1- - - -- - - - - - - - ~ - - - - - - -- - - - - - - - - - - - - - - - - --
#1 -~¿¡. -~33 ~ (" /,59 - /, b¿ - o) 3.3
- ------ - - - -- -- --- ------ -- ""'--- ----- ---
}4-"J o 0i2 -0'7 -0,91 471 o
... - - - - - -- - - -- - -- - - - ----- -------- --- - ---
!'I" -C13'} _-0_~-?_ ~15 oJ13 -OJ5~ -0.ti
... - - - - --- ------
----_. _.... ----
-- --- ----
MW'} O 0 3í> -0~? -tj ¿6 tJ., 3¡. o
----_ .. -1------ - ---- -- -- - -- - - - -- - - -- - --- --
M"'" -oJ/S' -Oj.¿,o OJ¿'! OJJI¡ -0zr -01 13
- ---
----"'" - .. - -- - - - -- - - - - - - - - - - - - - -
-11,39 "'.1 39 "'18/36 If., 3~ -!jJ 81. 'IJ.il T x m.
Lo. result"os obtenidos no coinciden exactamente con los
primeros que se sacaron, y es que no hay que olvidar qua estamos en un
matado iterativo , y .agún a la altura del itinerario que nos paremos,
tendremos unoe resultados m'. o menos aproximados.
VIII.6.4t-V~ladizocargado.
~ ar. procedimiento, Considerando el voladizo
como una nueva viga de
rigidez y coeficientes
de tranamisi6n nulos, y con un momsnto de empo-
tramiento perfecto el que ejerce el nudo sobre
el voladizo.
Pero aste es el matado ganeral, y
lo que astamos tratando aqúI as quitar "colu..
na~ al matado da Cross, por tanto vamos como
lo podemos simplificar:
VIII .18
20 procedimientos Reducir el voladizo a una
fuerze ~ un ma-ento sobre el
nudo"
La fuerza solo nos interesa a la ho-
ra de considerar axilas, p'JIilS es una fuerza apli-
cada directamente ea un nudo,
En cuento al momento exterior, repi-
tamos aquí lo que se dijo en la nota S, pal VIII •
• 12~ -Que solo se tiene en cuanta al efectuar
el primer reparto correspondiente al nudo sobre
el que actua el momento flector:
( -r11 + mi) que es lo qu<-< ge reparte.
suma de los momentos de empotramiento perfecto de las
earras concurrentes en el nudo i (nudo sobre barra)"
momento exterior.".
VIII.6.5.-Eatructura sim'trica con simetría de cargas,
.';"-'"
I
. (1",
. ,
Existe un soporte en el eje de simetria.
-En los nudos del eje •
•no hay desplazamiento, por estar estu-
diando una estructura in'raalacional•
•no hay giro por simetria.
Podemos pues descomponer la estructura
en estas dos:
CASO A:
hubiese un
rigido en loe
de simetría.
Es comas!
emplbtramiento
nudos del eje
Nos basta pues resolver una de las 90S estructuras para
tener inmediatamente resuelta la otra.
El soporte del medio solo trabaja a esfuerzo axil.
VII I .19
CASO 8s No existe soporte
en el eje de simetria.
te.
-El momento de empotramiento
En este caao traba-
Jo tambien, 8010 con una ds
las do. mitades de la estruc-
tura, utilizando para las ba-
rras que .. co~tan _" al eje
de simetria:
-La rigidez de la pieza simé-
trica solicitada simetricamen-
perfecto de la Wiga
-El factor de tranamiai6n tam-
poca tiene .entido en eate ca.o.
I
1
.~.~
- - -,- - - - - ...,
I 1
.
I
I •
I IL-_.L--I-------: - - -_. -- - - -¡ - - - _ .. _-¡
,
I
, :
__ .J..¡,~:..~ I~~
I I
I
I
_---r----""'1-- - -NOTAI 51 en una
estructura ai••tric. aolici-
tada ai.etricamente, aparece
en un punto de ella un ....n-
to a, en au ai.'trico aparece
un .a.anto __ (noa t.feriaoa
a .oaent~ruerz. y no a ao-
..ento 'lector).
VIII.6.6.-Estructura ai.6trica con enti.etria de casaa,
CASO As Na existe soporte en
el eje de antimetria.
-Loe puntas que estan en el eje,
ae comportan como si en ellas
existiese una articulación, ni
aube~ ni bajan, salo giran.
-Trabajamos salo con la mitad
de la estructura, utilizando pa-
ra las barras que cortan al eJa
de antimetria:
.la rigidez de la pieza si.'tri-
ca solicitada antime~icament.
(o la de la viga mitad empotrada articulada) •
•al moa.nto de empotramiento de la viga 9ntera bi..-
potrada (o el de la viga mitad empotrada articulada) •
•el factor de tranamisi6n nu tiene sentido 8n este
ca.o.
\l~f!~.20
-
Existe un soporte 9n el eje de an~j~etria.
Si considero le. estructura dividida en dos mi tade5 por o).
de antimetria .....)0 las carg88 corr89pondientss a cada parte, tengo
astru~Wrae qua S~ defoI'lflan ant1lDetricamente. Lae junto y obtengo
-1\
-r
4)fo-----I-----é6l··"
1
eje
dos
CASO 8:
la sntructura inic.ial, con un soporte en el eje de lnareis doble e la
que tenian cada lJila de las mi*ades en la parte que va a ser t::omún.
Luego puedo trabajar solo con la mitad de la estructura toman-
do en los soport88 qua pasan por el eje de antimetria, la inercia que
tenia en la estructura inicial dividida por áos.
NOTA: Si en una estructura simetrica solicitada antimetrica-
mente, aparece en un punto de ella un momento m, en su antimétrico apa-
recer& un momento m (nos referimos a mo_entoa-fuerza y no 8 flectores).
VIII.6.7.-Descomposici6n de u.nestructura simétrica solicitada de cual-
guier forma en un estado sim'trico y uno anti~etrico.
La forma de realizarlo, por otra parte muy sencilla, as
materia de 2Q curso por lo que no la repetimos aqu!.
El pI'oblema que se plantea es que !"€Is'Jlta más comedo.
si resolver una estructura doble o dos sencillas superponiendo ¡uego.
En cada caso concreto sa debe de estudiar esta alternativa, en funci6n
del numero de barras (por ejemplo a la hora rl~ entrar en un ordenador,
puede ser que la estructura completa no nos QlJi'3pa y s1 la mitad), Y
de si existen o no existen soportes en al eje.
VIII.7.-OETEAmINACION DEL GIRO DE U~ NUOO t
Primer p~Ocedjrni~~
Equilibrio: "fl ~ f¡j •. ofM .,.+1'11
A.I. A". A3.
donde po:,:, 3j ~,ilplo. nI .• e3 todo al mOl8en-AJ..
to que "vi8n~~ sobre . el extremo A de
1>', barra 1\1..
VIII.2l
(Analogamente pare las otra$ barr~s).
En una estl'ucturs intraslacional cualquie!'a~ si tenemos desa-
rrollado ~J Cross. lo quehviane" a cada barra e8:
luego pare hallar el giro de un nudm (A) noe basta tom8~ una barra cual-
quiera (Al) con8urrente en él, y diLvidil' la aUhia anter.ior por la rigidez
de la barra Al en el extremo A.
• •• Q •••••
La barra considerada no puede eetar articulada en el nudo
considerado, puse su giro ea este nudo no afecta pa~$ nada al resco de
las barras en el concurrentes.
2g procedimiento.
El procedimiento anterior es muy rapido, pero tiene el incon-
veniente de que no le podemos aplicar si solo conocemos 108 momentos fi-
nale8 de Cross.
En este ceso planteariamos en una de 188 vigas que concurren
en el nudo (Sin articular•• en él), las dos ecuaciones siguientes (una
para cada nudO), ver apartado VIII.l:
de donds, resolvisndo, obtenemos el y &2.
NOTA5:1)Si tenemos un elemento tal como el da la figura:
lo mejor es considerarle todo el como una garra y obrar en consecuencia
(Ver pagina VII.19 y siguientes).
De todas formas con lo que sabemos hasta ahora no podemos pro-
ceder de otra forma, puesto qua la articulación aufre un desplazamiento,
y entonces la estructura ya no seria intraslacional.
2)Si queremos hallar la flecha en el extremo
de un voladizo, hay que tener en cuenta la flecha debidan·
al giro del nudo, más la debida a la deformación pr.opia
de la viga.
IX.l
IX.-LINEAS DE INrLUENCIA DE ESTRUCTURAS RETICULADA5 INTRA5LA-
=========za===••===========:=================================
CIONALES.
=========
IX,1.~INTRODUCCI6N.
Lo que se dijo en VI.l y VI.2 a proposito da las lineas ds
influencia de estructuras articuladas es valido tambien aquí. Lo que ocu-
rre es que en este caso las line8. de influencia del momento flector ad-
quieren una importancia que no tenian en las articuladas, como se compren-
d. facilmente.
Los metodos que estudiaremos son dos~
-Metodo de los momentos 100.
-V el de la reciprocidad, es decir aplicando el teorema de
maxwell.
IX.2.-METODO DE LOS mOMENTOS 100.
3
·Es interesante este metado cuando existen siaplificacjooes
en la estructura y no hay demasiadas barras.
Desdribam08 el mstado razonando sobre un ejemplo concteto.
Supongamos
que queremos hallar la
linea de influencia del
momento que ejerce el
nudo 1 sobre la barre
1-2 (8), y el ~ue ejer-
ce el nudo 5 sobre la
barra 5-2 (A); cuando
A una carga unidad verti-
5 cal dirigida hacia aba-
jo recorre el dintel 1-2-3-4, en la estructura de la figura.
Consideremos previamente el caso en que la carga unidad está
entre el punto 1 y 2. ¿Pero que tenemos?, pues sencillamente una estruc-
tura intraslacional sometida a un sistema de cargas (en este caso una),
problema que ya sabemos resolver, por ejemplo mediante un Cross, obtenien-
do al momento ••••••• en A y B pedido, en funci6n de la abscisa x.
Analogamente ocurre si la carga unidad está entra 2-3 y entre
3-4:
5
2
5
IJ
pongamos
OAL:
Pero sigamos con el caso en que Ix est& entre 1 y 2, Y descom-
dicho astado en un ESTADO INICIAL (nudos fijos) y un (STADO mo-
(Trabajamoe con valores algebraidos, no absolutos)
IX .. 2
ESTADO INICIAL.
+
ESTADO mODAL.
donde il-'l(X) y '2-'2(X), son loa .omantos de empotramiento perfecto
d. la viga 1-2 con la carga lx' loa cuales pueden ser deducidos o sacados
d. una tabla (qua as lo _'a ca-odo y r'pido).
En al caeo da una viga de longitud KaRetaAsa (L), y seeei6n
eone-tantal
2
~ x x112- - ( 1- -) •
L l
O.sca.pongBmoa ahora al .atado Modala
11
--xloa
2 3
+
E.OO2..
3
12
--x
100
5
aatados que pueden resolverse mediante un Cross u otro matodo que nos in-
teresa, y ya tenemos el fundamento del metodo de los momentos-lOO.
IX.3
-Aplico un momento exterior 100 (se toma 100 y no 1, para
trabajar con n6meroa enteros, que corresponden a dos cifras decimales),
a cada nudo de la estructura que asta en el camino de la fuerza unidad,
en tantos estados como nudos halla, (as decir en cada estado aplico uno,
no todo. de golpe).
-Resuelvo dichos estados.
-Tengo dos clae8s de axtremos de vigas
•••Los puntos que COMO el A no estan en el camino de le carga
unidad, para los cualeal
a.=.========:==::=a==:= ,
siendo mAl el momento que el nudo 5 ejarce sobre la barra 5-2 en el astado
Ml, y mA2 idem an el estado 12.
Analogamente cuando la cerga unidad 8St' entre 2-3 y 3-1. (le
obtienen pues 3 ecuaciones en este ejemplo) •
•••Los puntos que como al B estan en al camino da la carga
unidad:
•• •••::=:::::==.::=====:=::
siendo I Bl el momento qua aJerce al nudo 1 sobre la barra 1-2 en el E.ml,y ma2 lo mismo para el astado 12.
Para aste miame punto (e), cuando la carga unidad esta entra
2-3 y entra 3-4 .i ~~., 8e comporta como el A, ya que no ssta an al re-
corrido de la carga unidad.
••• ••• • • • • ••
Hasta aquí lo unico que hemos hecho as obtener 108 momentos
sobre las cabeZal de las barraa cuando la carga unidad hace un determi-
nado recorrido. Ahora bien, conocidos estos momentos (que para nada nos
importa que vengan en funci6n de una abscisa ganaric.) podemos determinar
cualquier otro etecto al••tico en cualquier punto de la estructura, ya
sea :
-e.tuarzo cortante,
-estuerzo exi1,
__omento tlector,
-reacci6n,
-giros,
-tlechas,
tena1endo cuidado, si el punto en cua.ti6n ast' en el recorrido de la car-
ga unidad, pues en este ca80 hay qua superponer a le ley debida a 108
momentos extremos la dabida • la i80statica.
Con el ejemplo siguiente, del apartado siguiente, se aclaran
estas cueetiones y 8e ve la torma practica de proceder.
IX.4
IX.2.EJEIIPLQ,
~-- 4a ... -. 4a---. 4a .. -
2
Se t~ata d. hallar las siguien-
te. linea8 de influencias
-del ~a-ento rlector en A,
-del 88tu~rzo cortante en a, y
-del _.ento 'lector en e,
an la e.truclúra de la figura adjunta,
cuando una carga ~ertlc61 unidad dirig1-
da hella abajo recorra el cord6n euperior.
Tod.. la. vi~aa "on de 4Q CIIx40 CII •
~oo n~da. que 8e encuentren
recorrido de la carga un1dad eon
el 2, al 3 y el 4. En pr~ncipio,
siguiente. cuatro estados.
. ......,. .
s
!
I
I
• en el
el 1,
te~oe por tanto que r••olvernoe lo.
E.l
Ahora bian, el aatado 1 y al 4, no tienen nada que re.olver
pue. el ao.ento lo a~orve direct..ente el empotramiento. y en cuanto al
e.tado 3 lo pod_oa obtener pOr anti..etria del "teda 2.
Reeolv..aa el eetado 2 .ediante un Croe.. Tener .n cuenta que
1.. viga. eon de .ecei6n conetante e igual entre sí.
E.2
100 o
NiDO 2 3
BARRA 2-1
va~. prl •
Rigidez 2
Coe'. dl
raparto 0.4
¡
I
2-5
1
0.2
2-3
2
0.4
2
0.4
I
i '3-6
1
0.2
-,----
I 3-4I
1 2!
I 0,4
--- -:--- --- ~--- ---~- .. _~- -~-~ -- ~-- r- ~---
- - - - - - - - - - - -- -1- - - - - - - - - - -1- - _. - - ~ - - - - -
42 20 31 12 I -4 '-8
1 •
20 : O O
- - - --- - - - - .- - - -
o ! O I O
- - --------...,------
o
-8
I
o
- P- _
o
0.5
40
0.5
- - - -- ~-- -- - ~ -- - - ..,. -
I O ! O O
-- . - --~ - - _. - 1- - ---,
__~__ J- __2_0 _
1
O I O ¡ O
----- -----t-----
.111 O O O
-----_ .. ------
.IV
ract. d.
Tranell1
~_. __ ._-
.V
rx.s
(z)M5_Z-(20-0)O,5+0=lO
m(2):(-8-0)O,S+O=-4
4-3
111(2)=36
2..3
m(2):-a
3-4
y deducidos de estoa, los momentos sobre las cabezas de las
el estado :5 son:vigas en
m(3).21
4-3
m(3)=_2
5-2
m(3)=42
3-4
m(3)
2-3=12
m(3) =10
6-3
(3)
111 ::-41-2
m(3)=20
3-6
m(3)=_4
2-5
..,. 2
-ifl =x(l- ~)
i L
m(3)=38
3-2
m(3) =-8
2-1
" -x
2
Ifl 1: -(1- ~)j LL
Con estos datos ya podemos pasar a calcular cualquiera de las
lineas de influencia pedidas.
momENTO FLEcrOR EN A,
M
rA= 1113_2
fua!!,do_la_ca.!:9a_un,!da,g, e,!ta_en_l-l
i=l, j=2.
L=4 mts.
'"¡ il
-1L M(l) 1: - -1L 12 =-0,12 ~2
100 3..2 100
-~
-G" o(6\+~~2 M3_2 MfAx Ml M2
o
°
o o o o
--- ----- - - -- - - - ------ -- -- -- -----
1 0;5625 -0,1875 0,02 0,02 0,02
-- ---
-_.-0._--
- - - --- ~- -- - ---- 1-- -----
2 0,5 -<J,5 0,06 0,06 0,06
---- -------~------ ------ - - - --- - - -- ---
:3 0,1875 -0,5625 0,07 0,07 0,07
~-- - ------ ----- - - -- ----- ----
4
°
o o o o
(1)
ti( =ftl
3
_
2
=0
(2)(3= -m 3-2= -0,12
100
o bien eu ecuación:
2 x
mfA =0,03 x ( 1 - 4 ).
Cuando la carga unidad est' en 2-3.
- - .- - - - - .... - - - -i=2,J=3,L=4 mts.
Camo el punta A eet& en el recorrido de ¡a carga hay que
tenere en cuenta el momento debido a la isostática, que en este caso
concreto, por tratarse de un momento Junto a un apoyo, es nulo.
i 2 (2) '3 (3)
113-2= - 100 113_2 • 'iOO (100...fli3_2) •
= -0,12 '2 • 0,62 ~3
x ¡2 fi3 p(mz'. Pll3 rorA
o o o o o
----- -------- --- ---- -----
_ ... ------ - -- - --- -
1 0,5625 - O, 187~ -18, 35E-4 -0,1835
---- ------- - --------
------- ---- - ---
2 0,5 0,_ -37 ,OOE-~~0,3700
-
----- ---------- -------- -- ---- ---
1----- - - --
3 0,1875
-
0,5625 -37 ,15E-~ -0,3715
----- -------- ~-------- ------- - --- ---
4 o o o o
(3 =0,62
o bien su ecuaci6n:
ro =x(l- ~ ) (-o,12+0,03x-O,15x)fA L
x
ro =-x (1 - -) ( 0,12 • 0,12 x)
fA 4
~ua.Qdo_1a_caJ:9a_un.!daJ! e.!tá_en_3-~.
i=3,~.4, L=4 mte.
¡
m =- .2.. m(3)
3-2 100 3-2
=-0,38 113
_ ~4. m(4) =
100 3-2
x ~3 ~4 c(~3.pi4 mfA
O
° ° ° °---- ------- ------ ----- - -----
1 0,5625 -0,5825 -0.2140 -0,2140
--- ------- ------- ------1------
2 0,5
-0,5 -0,1905 -0,1905
--- ------ - ------ ------ - - ----
:5 0,1875 -0,5625 -0,0712 -0,0712
---- - - ---- ---- --1-----------
4 o
° °
o
¡g= 0,00
IX.?
o bien su ecuaci6n:
linee de influencia
del momento flector
en A.lcm~unidad.
+-. - 4m---~- 4m ---......!¡.-. - 4Il-----~
lINEA DE INflUENCIA DEL CORTANTE EN B.
Debido a los momentos extremoaa
Debido a la isost'tica (solo cuando la carga unidad eetá entre 3 y 4).
- :( -'ji
1
8
-- Q =- (l-x)/LB
. l _.
Cuando la carga unidad está entre 1-2.
- - - - - - - - - - ~ - -
i=l, j=2.
m • - ~l m(l) - 1~020 m~_24) = 0,08 ~2
3-4 100 3-4 .J
M ~l M(l) _ ~2 m(2) -'"
PI 111 =0,04 "24-3 100 4-3 100 4-3
IX.B
x i
'2 p<IZ· ~¡2 QB1
°
O O O O
----- ---- ----- -------- --------
--- -_.... -
1 0.5625
-0.1875 ....0.0225 0,0056
_... _._-
-------- --------- -------- ------ --
2 0,5
-0,5
-0,06 0,0150
.. _--- ---
- -- -- -- - - ----
- _.
- - -- --
:3 0,1875
-0.5625
-0,0675 0,0169
- --- ------- ----- - ~----- ---- -
4 O
° °
O
(3 = 0,12
2
-x x
- (1 - - )
4 4
2
x (1 - ~)4 •
O bien su edUaci6n:
Q • - .! 0,12B 4
Cuando la carga unidad est' en 2-3.
- - - - - .... - - - - - -
1=2, j=3.
1 :: _ a2 1(2) _ '3 m(3) =
3-4 100 3-4 100 3-4
'2 •
14-3= - 'iDO 14_3 - 1;0 14-3 = 0.04 12 - 0,21 '3
13_4• 14-3= 0,12 '2 - 0,63 '3
x
'2 i 3 o{t2~3 Qo
O O O O O
--- ----- f------- ------ - - - ----~--
1 0,5625 -0,1875 0,lB56 1-0.0464
---- -------~------ ---- - -(-=- ..... --
2 0,5
-0,5 0,3750 -0,0938
--- ----- - ------- ------ ------
3 0,1875 -0,5625 0,3769 -0,0942
------ ------ --------- - ---- - -
4
°
O O O
c(:: 0.12
o bien su ecuaci6n:
Q =- 1 x (1 -~) (0,12 (1-~) • 0,63 ~ ) •
B 4 4 4 4
• - 1 x (1 -~ ) (0,12. 0,1275x)
4 4
QB= - 0,03 x (1- ~ ) (1 + 1,0625 x )
4
t ~
m =-JL(100 _ .(3» _~ m(4) =0,58 t~
3-4 100 3-4 100 3-4 w
I =- <3 .(3) + ~ (100 - .(4» • -0,21 .~ + '4
4-3 100 4-3 4-~ w100
~ua.!!do_la_c•.I9a_un.!da.2 es!' ,!n 1-4.L
i=3, j=4.
t
'4 11 • ~- 1x 3 k'3"-4 -mIL 4 QB
O O O O O -11,
-
1
---- ------- ------- ------ ------- ------- --- ---
1 0,5625 -0,1875 0,0206 -0,0052 -0,75
-0,7552
---- ------- ------ ------- ------ ------- -------
2 0,5 -0,5 -0,3150 0,0788 -0,5
-0,4212
---- ------ ------ -- ---- ------- ---- -- -----
3 0,1875 -0,5625 -0,4931 0,1233 -0,25 -0,1267
-- -- -----~ ---------- -- -- ------ ----- ~ - ----
O o o O O O O
0(. 0,37
f3. 1,00
O bien su ecuaci6nt
Q • - 1 x (1-~) (0,37 (1 - ~) -~) • ~ - 1 ~
B 4 4 4 4 4
QB= -0,0925 x (1 - ~) (1- 0,9257 x ) + 0,25 x - 1
4
Linea de influencia
del cortante en B.
5 CII • 1 unidad.
10~
; ,
¡ 11
t . I I I
. r I
I I ¡
I I
l"
\
\
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lINEA DE INflUENCIA DEL momENTO FlECTOR EN C.
Debido a 108 .a.entae ••ternos.
IX.I0
m .-2-3
:
-!) M2 • 113 l (1:5_2-112_3)/2~ io A II,C= 1:5-2- - .~ . H) -1 L 2
I
i NzT 14\1--
I L
Cebido a la i80statica.
~-- ~ jl x 'l/2 • • .,C. x/2
Al A
t~ r~ x ~l/2 • I'C.(l - x)/2I L
~ (1) i 2 (2)
13-2· - 100 13-2 - "iOO 113_ 2 • - 0,12 i 2
'1 (1) i 2 .(2)
--- m - !1m • - 0,38 12100 2-3 2-3
x t 12 ~~!·¡Jt2 ·fC1
O O O O O
---- --- ----- ------- - - - -- - ---- - -
1 0,5625 -0,1875 -0,0488 -0,0244
---- ----- -- ------- -- - ---- -------
2 0,5 -0,5 -0,130
-0,065
-- - -- ----- - -- - .. - -- ------ - - ------
3 0,1875 -0,5625 -0,1462 -0,0731
---- - -- - -- ------- - - - -- - --- - -
4 O O
° °
O bien su ecuaci6n:
x2
• • -0,13 -- ( 1 - ~ )tc 4 '+
13: 0,26
2 x
.,c = - 0,0325 x -( 1 - ¡)
IX.11
m =- i 2 m(2) • '3 (10o-m{3» _ - 0,12 '2 • 0,62 j3
3-2 100 3-2 100 3-2
'2 (2) 13 (3) . ~ '-'1112 3- --- (100 - 1 2 3) - --- m~ 3- 0,62 I - 0,12 I
- 100 - 100 ,- 2 3
•
&2
'3 '~-j3 m/2 xj4-X IIItcx '2 -r
o o O o O 0, O O
--------- ------- -------- ------ 1----- -- -----------
1 0,5625 -0,1875 -0,5550 -0,2775 0,5 0,2225
------ -- - - - - ~------ --....,- -- -- - -------- -- -- ---
2 0,5
-0,5 -0,74 -0,3700 1,0 0,6300
--- - - ------ ------ ----- ------1------1------
3 0,1875
-0,5625 -0,5550 -0,277! 0,5 0,2225
--- ------- -1-------- ---...---- -------1------ ------
4 o o o O o o
o ~l.n au 8cuaci6n:
o( - -0,74
(l - 0,74
.tc- -0,37 x (1 - ¡> (1- ¡.¡ )• x/2 x.- ,
2
x~2mts •
m • -0,37 x (l-~) • 4 - xtc 4 2
Cuando la carga unidad eat' en ~.
1-3, j-4.
,
"-!o
111 ít3 m(3) _ i 4M (4) *
- = - 0,38 m"l3-2 100 3-2 100 3-2 ~
t ~
m =- ...2. .(3) _ -i. m(4) _ -0,12 t
2-3 100 2-3 100 2-3 3
La ecuaci6n es,
1ft =-tc
2
• - -0,13 ~ (1 - ~)tc 4 4
( X 20,0325 x 1 - --)
4
IX.l2
x "is 1, 4 3."4 alfe
o o o o
°
--- ---- ------
----- -
- - --
-- - .
1 0,5625 -0,1875 -0,1462 -0,0731
-----
----_.---
-------
-------
-------
2 0,5 -0,5 -0,130 -0,065
---- --------
.------- -- -- -- -------
:5 0,1875 -0,5625 -0,0488 -0,0244
----
------ --------
------ -
~------
4 o o o o
o( • -0,26
Linea de influencia del
momento flector en C.
10 CM • 1 unid~.
IX.3.-OETERmINACI~N DE LINEAS DE IN8LUENCIA mEDIANTE LA APLICACICN DEL
TEOREmA DE LA RECIPROCIDAD °DE MAXWEll.
En general para hallar la linea de influencia de un .ovimien-
to e••ejor la aplicacl6n de este metado.
Cuando de una dete~minada estructura hay que hallar varias
lineas de influencia .e requiere, en e.te matado, un Cros. por cada una,
mientras que en el matado de los momento. 100 una vez realizados los
Cros. iniciales podemos hallar toda. 1.. 11neas de influencia que quere-
IIOS.
Para llevar un proceso 16gico voy a seguir el siguiente
criterio de signosl
-Para fuerzas y flechas' L
.,.
"-para giros y momentosl +)
...J
IX.13
IX,3,l,-Lineea de influancia d. una flecha,
A)Sea hallar la 11nea de influencia de la flecha en el punto
e de la estructura del apartado IX,2, cuando una carga unidad vertical
dirigida hacia abajo recorre el cord6n superior,
Aplicamos reciprocidada
,,(JI
~"e
e
1
ESTADO I
(II) (1)(-l).V(x) • 1ll,Ve
(11 (II)V ! .-V(x)
e
._••:a:_••••
ESTADO 11 (Influjo unidad
eficaz con el movimiento cuya
line. de influencia qu.remos
hallar)
Luego la linea de influencia buscada coincide con la d.forma-
da del cord6n por el que se pa••a la carga unidad, cuando .e aplica un
influjo unidad eficaz con el movimiento,
B)S.a hallar la linea d. influencia de le flecha en el punto
e, de la mie.a estructura que el ceeo anterior, cuando un momento unldad
recorre el cord6n .uperiora
AplicaRo. reciprocidad:
r--'~'.~ 1
ESTADO 1 ESTADO 11
IX.14
Por tanto la linea de influencia buscad. coincide con la ley
de giroe del cord6n por el que .& pasea el momento unidad, cuando .n la
estructura se aplica solo un influjo unidad .f1caz con el aovimiento que
queremos hallar.
NOTA. Una vez calculados los momentos sobre 1.. cabezas d&
las vigas, por ejsmplo mediante un Cros., las deformadas se pueden buscar
en unas tablea.
IX.3.2.-Lineas de influencia de fuerzas y esfuerzos.
IX.3,2.1.-Metodo ordinario.
Consiste en lib.rar la eetructura de la coacci6n cuya linea
de influencia queremos hallar en el punto correspondiente.
Como ya vismoa al hablar de estructuras articuladas, este me-
tado reduce en uno el grado de hiperestaticidad de la estructura, por lo
que no se puede aptdcar a estructuras i8ost'ticas, a ... que hay que ~li­
car trabajos virtuale••
EJEMPLO l. Linea de influencia en el apoyo A d. la viga con-
tinua de la figura, cuando una carga unidad vertical dirigida hacia abajo
recorre la viga.
A
ESTAOO 1
ESTADO II
11 1 (U(-l) ••x • RA • d AA • (. 1).0 • O
EJEmPLO 2. Lin.a de influencia de la reacci6n vertical en S,
cuando una carga unidad vertical dirigida hacia abajo recorre el cord6n
8uperior.
IX.15
B e
ESTADO 1 Esnmo II
l. O =0
La abeervaci6n del estado 11, nos hace pensar en el siguien-
te artificio para su resoluci6n:
EJEmPLO 3: Linea de influencia del momento de empotramiento en B, en
la misma estructura y en el mismo caso de carga del ejemplo 2.
.- 2~ -~:(f:--I-
A
--/i:._.~ ===-r~--f
(-ti)
(-"
ESTADO 1 ESTADO II
IX.16
1 II/nIIla(x) - V ta) t1 a
-_::=:===:==-=====
EJEmPLO 41 linea de influencia del moaanto flector en e, para la misma
estructura y en el mismo ca80 de carga del ejemplo 2.
ESTADO 1 ESTADO II
eONCLUSldNI Obs.rvaMos puea que el ~rocedi.iento tiene serias complicacio-
nes en numerOlOS casos (por ejemplo, en este ultimo ejemplo la estructu-
ra ya no ea intraalacional, aunque se piede resolver como indicamos en
la pagina VIII.21, nota 1). Complicaciones que aunmentan a la hora de ha-
llar la linea de influencia de un esfuerzo cortante, en que el .ecanimo
que se aplica ea:
Es conveniente ~ pues al siguiente metodo.
IX.3.2.2.-Esguema dual.
La dualidad se refiere respecto al metodo en que hallabamos
la linea de influencia de un movimiento. Allí poniamos un influjo unidad
eficaz con el movimiento que queremos hallar, y hallabamos la .eformada
del cord6n por el que se paseaba la fuerza. Aquí ponemos un desplazamien-
to unidad eficaz con el esfuezzo o la fuerza cuya linea de influencia
queremos hallar.
A)Resolvamos el ejemplo 3, del apartado IX.3.2.1:
,ti.__
/ . ~
lo ~~~l
ESTADO 1 ESTADO II
IX.17
II
m~ (1) + (-1) V(x) =O
, II
mS-v{x)
_.====-
Veamos pues cuales son los esfuerzo. que aparecen
biempotrada al producir.. un giro unidad en un apoyo:
~-
en una viga
y sustituyendo 8n las ecuaciones (1) del apartado VIII.l, pag VIII.2:
c.t.q.s.
S)Resolvamoa el ejemplo 2 del apartado IX.3.2.l:
ESTADO 1 ESTADO JI
R~e (+ 1) • (-1) vt~) =O
R1 = VIIB (x)
=========
Estudie.oa pues loa esfuerzos que aparecen al producirse un
asiento ¡ en uno de los apoyos de una vig~ biempotrada:
,.- .....
L.
11
(no produce esfuerzos)
+
m1- 9 l e R1 • @2· R2·t'21 1
1Il2-92eR2+9leRt(12 i
y sustituyendo vaior8.:
+Cf·~----'-fJ:.-
Rf 8.L --",'R,.I:".t,l
+
IX.1B
que para el caso de una viga de sec-
ai6n constante se convierten en:
6 .,..E.I <5m ::.;iJl =1 2 L



